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La gestion de la mémoire est une fonction essentielle des systémes d’exploitation des ordinateurs.
II s’agit de permettre, d’une part I'allocation de morceaux, aussi appelés blocs, de mémoire disponible
a la demande des programmes utilisateurs, et d*autre part la libération des morceaux de mémoire qui
ne sont plus utilisés.

Nous appellerons blocs alloués, respectivement blocs libres, les morceaux de mémoire qui sont,
respectivement ne sont pas, utilisés,

L’objectif de ce probléme est d'étudier une réalisation particuliére pour la gestion de la mémoire
exploitant une structure d’arbre binaire pour représenter les blocs. Cette structure permet de réduire la
complexité en temps de calcul des opérations d'allocation et de libération des blocs.

1 Préliminaires : Représentation des blocs

1.1 Définitions

Déf. 111 (Mémoire) La mémoire est représentée comme un intervalle de .

Déf. 11.2 (Bloc de mémoire) Un bloc de mémoire est un sous-intervalle de la mémoire qui sera ca-
ractérisé par son adresse et sa taille. L'adresse d'un bloc est aussi appelée sa base, Soit b un bloc,
nous noterons T (b) sa taille et B(b) sa base. L'intervalle correspondant dans la mémoire est :

(B(b), B(b) + T (b)[= [B(b), B(b) + T(b) — 1)

Déf. 11.3 (Bloc libre indivisible) Un bloc libre est indivisible s 'il ne peut pas étre décomposé en blocs
plus petits lors d'une allocation.

Déf. 114 (Blocs adjacents) Deux blocs sont adjacents quand la fin d'un bloc se situe exactement
avant le début de 'autre bloc, c¢'est-d-dire quand la base du second bloc est égale a la base du
premier augmentée de sa taille.

Déf. 11.5 (Fusion de blocs) La fusion de deux blocs adjacents a comme base la plus petite des bases
des deux blocs, et comme taille la somme des tailles des deux blocs. Cette opération correspond a
I'union des intervalles correspondant a chaque bloc.

Déf. 11.6 (Blocs disjoints) Dewx blocs sont disjoints si I'intersection des intervalles correspondants
est vide.

1.2 Représentation en CaML

Nous ferons I’hypothése que les bases, respectivement les tailles, manipulées sont positives, respecti-
vement strictement positives.

Un bloc de mémoire est représenté par le type bloc équivalent i une paire de int (sa base et sa
taille).

type bloc == int =+ int;;

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les blocs.

1.3 Opérations sur la structure de bloc

La premiére opération est le test si deux blocs sont adjacents.

Question IL.1 Ecrire en CaML une fonction adjacent de type bloc -> bloc -> bool telle
que l'appel (adjacent bl b2) remvoie la valeur true sile bloc bl est adjacent au bloc b2, et
la valeur false sinon.

La seconde opération est la fusion de deux blocs.
Question 11.2 Ecrire en CaML une fonction fusion de npebloc -> bloc -> bloctelle que
l'appel (fusion bl b2) renvoie un bloc correspondant a la fusion de b1 et b2 si b1 est adjacent
au bloc b2, et remvoie le bloc de base -1 et de taille -1 sinon.

2 Préliminaires : Codage binaire des nombres entiers positifs

Le codage binaire de taille t d"un nombre entier positif strictement inféricur a 2° est représenté par
la séquence {b,, ..., by} de chiffres binaires, ou bits (0 ou 1).

Notons que le premier chiffre est le bit de poids le plus fort et le demier chiffre le bit de poids le plus
faible. Ceci est essenticl pour la question IL11.

2.1 Définitions

Déf. 11.7 (Codage binaire d’un nombre entier positif) Soit un nombre entier positif n € N, le co-
dage binaire unique de taille t du nombre entier positif n (avec n < 2') est la séquence {b,,....b)
telle que :

Vi l<i<t=be {01}
¢

n= Zb. x 21

i-l

Question IL3 Calculer la valeur de lindice du chiffre binaire de valeur | de poids le plus fort du
codage binaire du nombre entier positif n en fonction de la valeur de n.

Question IL4 Montrer que tout bre entier stric positif s 'écrit de maniére unique sous la
Sforme du produit d'un nombre entier positif impair et d'une puissance de 2.



2.2 Représentation en CaML

Le codage binaire d"un nombre entier positif est représenté par le type binaire équivalent a une
liste de int.
type binaire == int list;:;

Son parcours sera done effectué de la méme maniére que celui dune liste.

2.3 Nombre de bits nécessaire pour un codage

La premiére opération réalisée est le calcul du nombre de bits nécessaire pour le codage d'un
nombre entier pogitif au format binaire.

Question 11.5 Ecrive en CaML une fonction nombre de type int -> int lelle gue Vappel

{nombre &) renvoie le nombre de chiffres binaires nécessaires pour coder le nombre entier positif
e au format binaire. Cette fonciion pourra éire vécursive ou faire appel d des fonctions auxiliaives
FECUFSIVES.

2.4 Codage d'un nombre entier positif au format binaire

La seconde opération réalisée est le codage d'un nombre entier positif au format binaire.

Question IL6 Ecrire en CaML une fonction codage de type int -» binaire telle gue 'appel
{codage n) renvoie une liste d'entiers composée des coefficients by, .. . by correspondant au co-
dage binaire de n en wtilisant le nombre de bits nécessaire pour n. Cetre fonction devea étre récursive
ou faire appel d des fonctions auxiliaives récursives.

3 Réalisation a base d’arbres binaires

L'utilisation de la structure d"arbre binaire pour représenter les blocs de mémoire permet de réduire
la complexité en temps de calcul pour les opérations d"allocation et de libération.

L'ensemble de la mémaoire, blocs libres et blocs alloués, est représentée par un arbre binaire dont
les feuilles sont les blocs et les neeuds cormespondent & une décomposition en deux parties égales de la
mémaoire.

Les blocs libres indivisibles sont done de taille impaire.

3.1 Arbre binaire étiqueté
311 Définition

Déf. 118 (Arbre binaire étiqueté) Un arbre binaire éliguetd o est une structure qui peut
— soit étre une fewille qui peut contenir une éfiquette,

— sait un neud qui contient un sous-arbre gawche (noté Gla)) ef un sous-arbre droit (noté Dia))
gui sont tous deux des arbres binaires ériguetés, et peat également contenir une éliguette.
L'ensemble des feuilles, respectivement des nawds, est woté F, respectivement N L'ensemble des

arbresest A = FUN.
L'ensemble des fewilles, respectivement des neewds, d un arbre a est noté Fla), respectivement

Nia).

Exemple IL1 (Arbres binaires étiquetés) Foici trois exemples d'arbres binaires doni les newds, res-
pectivement les fewilles, somt étiquends par des minuscules, respectivement des majuscules, (les neeuds
sant des losanges, les fewilles sont des cercles). Les arcs sont étiquetés par des chiffres binaives 1 pour
le fils ganche et 1 pour le fils droit) gui seront wiilisés pour représenter les cheming qui conduisent de
la racine aux neuds el aux fewilles dans Uarbre (voir la définition IF12) -

3.1.2 Parcours gauche-droite d*un arbre binaire

Déf. 11.9 (Parcours gauche-droite d’un arbre binaire) Le parcours gauche-drofte d un arbre binaire
i, noté £(n), construit la séquence des fewilles de Varbre dans UVardre de gauche d droite. [ est défini
par les équations ©

{a} sine F
_ ) i faa) saEN
Ela) = et {fi,..., fm) = E(G{a)]
er {er.]‘- .- :jﬁl"'h:l = E[D{”:‘]

Exemple 11.2 (Parcours gauche-droite) Les résultats du parcours gauche-droite des trois avbres de
Pexemple 11 sont respectivement {A), (B, C, N et (B, F, G, H),
313 Profondeur dans un arbre

Def. 1110 (Profondeur dans un arbre) Lo profondewr o 'wn élément ¢ (nowd ow fewille) dans un
arbre o est épale au nombre darcs enive la racine er cet élément dans Vavbre, Nows la nolerons
Pie,al

Exemple 11.3 (Profondeur dans un arbre) Les profonders des éléments A, b et ¢ dans les trois
arbres de lexemple IL 1 sont respectivement 0, 1 er 2,

Déf. 1111 (Profondeur d’un arbre) La profordeur d un arbre o est égale au maimum de la projon-
dewr de foutes ses fewilles. Nous la noterans Ta).

Exemple IL4 (Profondeur d*un arbre) Les profondeurs des arbwes de exemple {11 sont respecti-
vement 0, 2 et 3.



3.1.4 Chemin dans un arbre

Déf. 1112 (Chemin dans un arbre) Le chemin o ‘'un élément ¢ (neeud ou fewille) dans un arbre o est
la séquence des étiquettes des arcs entre la racine et cer élément dans arbre. Nous le noterons Cle, a).

Motons que le chemin de la racine d'un arbre est vide.
MNotons qu'un chemin comrespond au codage binaire d”un nombre entier positif dont le bit de poids
le plus fort est I"étiguette la plus proche de la racine,

Exemple 115 (Chemin d"un éément) Les chemins des élémenis A, C et & dans Uexemple 1.1 sont
respectivement (. (1,00 e {0, 1, 1),

3.2 Arbres binaires de blocs

Mous considérerons par la suite des arbres binaires dont les fewilles sont de deux types, celles qui
représentent un bloc libre, et celles qui représentent un bloc alloué, Toutes les feuilles sont décorées
par la base 1 la taille du bloc. Les feuilles alloudes sont également décordes par la taille utilisée dans
le bloc.

Déf. 1113 (Arbre binaire de blocs) Un arbwe bingive de blocs est un arbre hinaire éigueté dant
- Chague feuille f est

— sodf une feuille libre qui contient dewx étiguettes entiéres, sa base fnotde B ) et sa taille
(ratée T(F)), ensemble des fenilles libres est noé Fp,

— soif une fewille accupée qui contient frais étiguettes entigres, sa base (notée B( f)), sa taille
allowde (nosde O ) ef sa raille totale fnotée T{f1), 'ensemble des feuilles occupdes est
noté Fo (F = Fp L Fg)

— Lex noeuds ne sonl pas dliguetés.
- Les fils pauche et droit de chaque noeud sont des arbres binaires de blocs.

Exemple IL6 (Arbres binaires de blocs) Foici guatre exemples d ‘arbres binaires de blacs (les fewilles
libres sont des triangles contenant la base puis {a taille, les fewilles occupées sont des ovales contenant
la base, puis la taille occupée puis la taille totale). Les arcs sont étiguetés par des chiffres binaires {1

pour le fils gauche et 1 pour le fils drois) qui seront wtilisés pour représenter les cheming dans Uavbre
(vair la définiion I1.12) :

Déf. 11.14 (Taille d'un arbre de bloes) La iaille totale, notée T(a), d'un arbre de blocs a est la
somme de la taille de tous les Bocs gui composent ses feuilles,

Exemple 11.7 (Taille d’un arbre de bloes) Les railles des arbres de Uexemple 116 sonr respective-
maent 16, 8, 8 et 4.

Def. 11,15 (Taille maximum disponible) La raille maximum disponible, notée M(a), d'un arbre de
blocs o est la taille du plus grand des blocs libres qui composent ses feuilles.

Exemple 118 (Taille maximum disponible) Les tailles maximum disponibles des arbres de
exemple 11.6 sont respectivement 0, 2, 2 et 4.

DL 11.16 (Base d*un arbre de bloes) La base, notée Bla), d'un arbre de blocs a est la base du bloc
contenu dans la feuille la plus 6 gpaucke de Varbre.

Exemple IL9 (Base d*un arbre de blocs) Les bases des arbres de ['exemple 1.6 sont respectivement
51 0e0

Def. 1117 (Arbre d’allocation) Un arbre d allocation est un arbre de blocs qui vérifie les contraintes

suivantes -

C1 Les fils gauche et droit d 'un méme nowd ne sont pas simultanément des fenilles libres.

C2 Les fils gauche et drait d un méme novud sont de méme taille.

C3 L base du fils droit & 'wn noewd est égale d la base de ce neewd augmentée de la faille du fils
granche.

Ca La raille allowde dans une fewille occupée est supérienre d la moitié de la wille rosale de la fowille,
Exemple IL.10 {Arbres d*allocation) Le premier er le dewciéme arbres de Vevemple 116 ne sont pas

des arbres d'allocation car ils ne respectent pas les contraintes C4 (Te premier) et CF (le devviéme).
Le troiziéme et {e quatriéme arbres de Vevemple [1.6 sont des arbres d allocasion.

Question [L.7 Exprimer la difinivion [[17 sous la forme o ‘une propricié AA(e) gui indigue gue a et

un arbre d ‘allocation. Vous pouvez uiiliser pour cela les fonctions définies sur les artwes binaires de
Blocs

Déf. 1118 (Arbre de blocs dense) Un arbre de blocs est dense 510 ef seulement s chague fewille dans
un parcours gauche-droite est adjacente @ sa voisine de droite.

Question 1L Monirer gu 'un arbve d allocation est un arbre de blocs dense,

Question ILY Soit o un artwe d allocation, soit o, un sous-arbre de a, montrer gue -
T{a) = T{a") = 2Fl="=),

Question IL10 Morirer que les blocs libves indivisibles dans un arbre o ‘allocation doivent tous étre
de la méme taille et de la méme profondenr:

Question 111 Montrer gue la base d 'un blac b, distinet de o, dans un arbre d allocation a est éale
a la base de o augmeniée du nombre entier positif dont le codage binaire est fe chemin de b dans o
guee multiplie la taille de b,

3.2.1 Représentation des arbres binaires de blocs en CaML

Pour simplifier le probléme, nous ne considérerons que des mémaoires dont la taille est une puissance |
de 2 (les blocs libres indivisibles seront donc de taille 1) et gui commencent a la base () donc des
intervalles de la forme [0, 2% — 1] avec n € M,

Pour simplifier le probléme, nous n'éliquetons ﬁa;_lés blocs avec leurs bases mais uniquement leurs
tailles, Mous pouvons utiliser le chemin et 1a taille pour calculer la base d'un bloc en s’ appuyant sur
le résuliat de la question I1.11. Nous utiliserons done par la suite le chemin au heu de la base pour

simplifier les fonctions.




Ln arbre binaire de blocs est represente par le type CaML ;

= Libre of int
| Occupe of int + int
| Moeud of arbre « arbre;;

type arbre

Dans I'appe]l Libre{ t),le paramétre ¢ est la taille de I"espace libre,

Dans "appe]l Occupe { to, tt), les paramétres to el tt sont respectivement la taille de I'es-
pace occupe dans le bloc et 1a taille totale du bloc.

Dans I'appel Noeud { fg, £d), les paramétres £g et £4 sont respectivement le fils gauche et
le fils droit de la racine de 1"arbre cré,

Exemple IL11 Le rerme suivans Noeud (Noeud (Libre (2],
Noeud (Cccupe (1, 1), Libre(l))
).
Occupe (3, 4]
)

est alors associé au troisiéme arbre bingire de blocs représenté graphiquement dans |'evemple 116,

3.3 Opérations sur la structure d*arbre d’allocation
3.3.1 Espace libre maximum d’un arbre d*allocation

La premiére opération est le caleul de "espace libre maximum disponible dans un arbre d"alloca-
tion.

Question 11.12 Ecvire en CaMl. une fonction maximumde type arbre -> int telle que Vappel
(maximum &) remvaie la faille du plus grand bloc libre de Uarbre & allocation a, ¢ est-d-dire M(a),
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.

332 Verification de la structure d*ensemble d allocation

La deuxiéme opération est la vérification qu'un arbre de blocs est un arbre d” zllocation, ¢"est-3-dire
respecte les contraintes de la définition IL17.

Question 1113 Ecrire en CaML une fonciion verifierde iype arbre -> bool felle que lap-
pel (verifier a) sur un arbee d allocation a remvoie la valewr true si l'arbre a respecte les
contraintes d'un arbre d'allocation, et la valewr £alse sinon. L'algorithme utilisé ne devra par-
catrir g une seule fois arbre, Cette fonction devea étre récursive ou faire appel d des fonctions
auxiligires récursives.

333 Libération d un bloc

La troisieme opération est |a libération d"un bloc dans un arbre d'allocation

Question 1114 Construire I'arbre d ‘allocation qui résulte de la libération du bloe dont la base es1 2
dans le iroisiéme arbre d allocation de 'evemple 116, Préciser les différentes étapes qui permetient
de construire cef arbre,

Question IL18 Ecrire en CaML une fonction 1 iberer de ppe
binaire -»> arbre -> arbre ielle que l'appel (liberer c© al sur un arbre d allocation
a gui contient {e bloc alloué de chemin c renvaie un arbre d allocation contenant
= les blocs allowds de a sauf le boe de chemin c,
— le résultat de la fusion des blocs libres de a ef di bloc de chemin © pour que le résulial respecte
la structure d arbre d ‘allocation.
— lex hlocs libres de & qui ne sont pas adjacents au bloc de chemin ¢
~ le bloc libéré de chemin © xi aucun bloc libre de & ne lui est adiacen,
Cetie fonction devea éire récursive ou faire appel a des foncrions auxiligires récursives,

Question IL16 Donner des exemples de valewrs des paramétres © et a de fa fonction 1 iberer gui
corvéspondent amx meilleur ef pire cas en nombre d'appels récursify effeciiés.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur of pire cax de la fonction 1ibarer
en fonction de la profondeur de Varbre d'allocation a. Cette estimarion ne prendra en compre que le
nonibre o appels récursify offectids,

334 Allocation d'un bloc

La quatneme opération esi |'allocation d'un bloc dans un arbre d"allocation

De nombreuses stratégies sont possibles pour choisir le bloc libre dans |'arbre qui sera wtilisé
parmi ceux dont la taille est supéricure ou egale 4 la taille demandée. Mous allons appliquer la stratégie
consistant & choisir le bloc le plus petit parmi ceux-¢i,

Lorsque le bloc choisi et de taille strictement supérieure & la wille demandée, ce bloc doit éire
décomposé en un sous-arbre qui contiendra le bloc allowé ef un ou plusiewrs blocs libres pour préserver
|2 structure d"arbre d*allocation.

Question IL17 Donner le chemin ef construire {arbre d 'allocation qui réselient de | allocation de
la raille | dans le quatriéme arbre dallocation de ['eemple [1.6. Donner les difffrentes flapes qui

permeiteni de consiruire ce chemin et cet arbre.

Question IL18 Ecrire en CaML une fonction allouer de fype
int -» arbre -» binaire = arbretelle quel'appel (allover t a) sur umarbre d al-
locarion & renvoie une paire compasée d 'un chemin vers un blac ef d'un arbive d'allocation,
5 a ne contient pas de bloc libre de taifle supérieure ou égale @ €, alors le chemin remvapd
confieni wniguement le nombre entier -1, e arbre d allocation remaovd confien! exactement
les mémes blocs gue a
- 5 a contient au moins un bloc de taille supérieure on égale d © alors, aotors b um Bloc parmi
les plus petits bocs de a de raflle supdrieure ou dgale d £,
= le chemin remvord est celul dun bloc allowd qui aura la méme base que b et la raille &,
— 'arbre d alfocation remvoyd contient
~ les mémes blocs que a sayf b,
— les blocs gui résulient de la décompasition de b pour réaliser I'allocation en respectant les
contraintes d ‘wn arbre d 'allocation, dont le Moc alloud
Cetie fonction devrea éire récursive ou faire appel a des fonctions awiliaires récursives,

Question 1L19 Donner des exemples de valewrs des paraméires © ef & de la fonction allouer gui
correspondent aux meilleur et pire eas en nombre d appels récursifs effectuds,

Calculer une estimation de la complexité dans les meillewr et pire cas de la fonction allouer en
Sonction de la taille de arbre d'allocation a. Ceite estimation ne prendra en compie que le nombre
dappels récursifs effeciués.

Question 11.20 Comparer les estimations des complexités en mombre d'appels récursife dans les
meillewr et pire cas pour la fonciion allouver pour la structure d ‘ensemble d'allocation et la siruc-
ture d ‘arbre & allocation en fonciion de la taille de la mémoire.



