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Remarque : pour alléger les notations, nous nous permettrons quelquefois de noter < (resp. sup,_,,) au lieu de <. (resp.
sup/L ). D'autre part, comme dans 'exemple du bas de la page 4, il faut comprendre que le type 7, = 7, = 7; est en fait
T, = (T, = T3) (convention usuelle en Ocaml).

1 Partiel

Question 1.1. a. Les suites croissantes de ([nat], <nat) sont la suite constante (L.¢);en et les suites (a;);en telles qu'il
existe i € N etk € Naveca; = L, pouri < igeta; =kpouri > i.

b. La suite constante (L,,¢);en admet L. pour borne supérieure et une suite croissante de la seconde forme admet k
pour borne supérieure : ([nat], <nat) est un ensemble ordonné complet.

Question 1.2. a. Soit f : [nat] — [unit] une application croissante et (4;);cn une suite croissante de ([nat], <pat)-
Les suites (4;);en et (f(a;));en sont croissantes et stationnaires (resp. en k et f (k) avec k € [nat]) : leurs bornes
supérieures sont les valeurs auxquelles elles stationnent, donc f (sup, en @) =f (k) = sup,_ f (a;) et f est continue.

b. Soitf € [nat = unit] tel que f(Lnpat) F Lunit- On a donc f (L,at) = uu, puis
Vk e N,uu=f(Lpa) <f(k)

par croissance de f: ceci impose f (k) = uu et f est constante. Il y a donc une unique telle fonction, car la fonction
constante convient bien.
uu sik e {0,1,...,i}

c. Pouri € N, onposef;:k+— )
Lunit Sinon

Question 1.3. a. Soient a,b € [t] aveca < b.On a fi(a) < fi(b) pour tout i € N, donc f'(a) = supieNfi(a) <
supieNfi(b) = f'(b). Ainsi f' est croissante.
Soit (e,,) ,en une suite croissante de [7;] ete = sup,, - én- Nous avons e, < e pour tout n € N, dong, par croissance
def’,f'(e,) < f'(e) pour tout n € N, puis supneNf’(en) <f'(e).

Soit w € [7,] un majorant de (f'(e;)) ona:

neN’
Vie N,Vn e N,fi(e,) <a.
On en déduit, par continuité des f; :

Vie N,fi(e) =fi(supe,) = sup fi(e,) <«
neN neN

et donc f'(e) < a. Ainsi f’(e) est le plus petit des majorants de la suite (f'(e,;)) et f’ est continue.

neN



b. Soit (f;);en une suite croissante de [t = 7,] (pour I'ordre < - 7,) et soit f* la fonction définie a la question précédente
(qui établit que f' € [t; = 73]).Ona:

Vie N, Ve € [11],fi(e) <, f' (&)

donc f” est un majorant de (f;);en pour I'ordre <, 5+,
Sig € [ty = T;] majore la suite (f;);en, nous avons :

Vie N, Ve € [11],fi(e) <, g(e)

et donc
Vee [nl.f'(e) = sugfz-(e) <g, 8(€)
e

doncf’ <7,51, g :f' estlaborne supérieure de (f;);en et ([T1 = T2],<r,=7,) est un ordre partiel complet.

2 Partie Il

Question 2.1. Le programme proposé est bien typé a la condition que f(x) = t(y) = t(z) et que ce type soit dans
{unit, bool, nat}; il est en ce cas de type t(x) = £(x).

Question 2.2. a. Il suffit d’utiliser les définitions; on a successivement, pour toutn € N :
— I =
— [x/20°0" = |nj2) et [2)50 = 2;
— [2x (/21" = 2n/2);
—@2x(/2) :x]}g[x“’”] _ tt si2|n/2]=n
ff si2|n/2]#n
et donc
. tt sinest pair
[P () = [(@x (x/2)) = x)EF=m) = {0 strestpalr
ff  sinestimpair
L'ensemble cherché est donc 'ensemble des entiers naturels pairs.

b. On propose p. = funx — (if (p, x) thenx/2else ((3 x x) + 1)).

Question 2.3. a. Ona
Lhat sie= Lhat
sie=0
(f)ee) = .
P1¢ Loat siee N*etf(e—1) = Lpat

e-f(e—1) sinon
b. Montrons par récurrence que pour touti € N,

) Lnae sie= Lpa
Ve € [nat], [[P]]Hrl (Lhat=nat)(€) = qe! siee{0,1,...,i} -
Lnhat  sinon

Pour i = 0, la propriété est vérifiée car L tmnat(e — 1) = L, poure > 1. Soiti € N et supposons que la relation soit
vraie au rang i. Soit e € [nat] : [[p}]iJr2 (L)) =[p] ([[p]]i+1 (J.)) (e), donc

— sie = Lpat, alors [[p]]i“ (L)) = Lpat;

— sie=0, ﬂpﬂi+z (LY(e)=1=¢l;

— siezi+2alorse—13i+1,donc [p]™*" (L)(e—1) = Lna (HR) puis [p]
— sinon, e € {1,...,i+1},donc [p]
Récurrence établie.

L)) = Lnats
(L)(e—1) = (e—1)! # Lpae (HR) etdonc [p] " (L) (e) = e-[p]' " (L) (e—1) =el.

c. Pourk € N, lasuite ([[p]]i (1) (k)) . stationne a lavaleur k!, donc [recp] (k) = k! (comme démontré ala question 1.3.a,
ic
la limite d’une suite croissante (f;) d’éléments de [1; = 7,] est la fonction f” définie par f'(e) = supieNfi(e)).

Comme [[p]]prl (L) (Lnat) = Lnat pour tout 7, [recp] (Lnat) = Lnat-



Question 2.4.  a. Le programme q = funf — funn — ifn = 1then uu else f(f.n) convient. On a en effet, pour g €
[nat = unit] ete € [nat] :
uu sie=1
[9] (©)(e) { Lunit sie = Lpat
g(fe(e)) sinon
et la propriété demandée est alors évidente par récurrence.

de!

b. Onposep € recq. Pour e € N*, [[qﬂi (e) vaut L it sifck(e) # 1 pour tout k < i et uu sinon. La suite ([[q]]i (e))ien Va
donc stationner a L ;¢ si fX(e) # 1 pour tout k € N et stationner a uu sinon. On en déduit que [recq] (¢) = uusi et
seulement s'il existe k € N, f£(e) = 1.

Question 2.5. a. [unit = unit] contient les trois éléments :
&1 a— Lynit, Diar—a, g3 14— uy,
et en fixant une variable x de type unit, ces trois fonctions sont calculées par les programmes
p1 =funx - Lo, py =funx - x, p3 =funx - uu.

b. Comme I'ensemble des programmes est dénombrable, 'ensemble P des programmes p : [nat = unit] dont I'interpré-
tation est indépendante de I'environnement est également dénombrable; on en déduit que les éléments calculables de
[nat = unit] sont en quantité au plus dénombrable (image de P par I'application p — [p]). Comme I'ensemble des
applications de nat dans unit est plus que dénombrable (cet ensemble est équipotent a P(nat) : il a la puissance du
continu), il existe des éléments non calculables dans [nat = unit].

Question 2.6. Le programme funx — funy — ifx = uu theny else DIV ,,;; convient.

Question 2.7.  a. Soitf € [bool = unit].Ona, [p] (f) = [(x tt) &, (x ff)]][fo], ce qui vaut uu si et seulement si'un des
deux termes s’évalue en uu. L’ensemble cherché est donc celui des fonctions qui prennent la valeur uu (en tt ou en ff).

b. Cest 'ensemble des f € [nat = unit] telles qu'il existe n € N tel que f (1) = uu.

3 Partie III

Question 3.1. Six est une variable de type 7, [ 7] et son complémentaire sont calculés respectivement par funx — uu et
funx — DIVt : [ 7] est donc un ouvert calculatoire et un fermé calculatoire.

Question 3.2. D’apreés la question 2.5.a, les ouverts calculatoires de [unit] sont les parties @, {uu} et [unit]. La quatriéme
partie { Lnit} n’est pas un ouvert calculatoire car son indicatrice, faute d’étre croissante, n’est pas dans [unit = unit].

Question 3.3. 1l existe deux programmes p: T = 7’ etq: T’ = unit tels que f = [p] et 1y; = [g], en notant 1;; la fonction
indicatrice d’'une partie U. En fixant une variable x de type 7', on peut définir le programme r = funx — g (p x), qui est de
type T = unit et on a, pour toute € [7] :

[r] (e) = uu s.sd [q] (Jp] (€)) = uu s.sd [p] (e) € U s.si fle) eU s.sieef~1(U)
donc f=1(U) est un ouvert calculatoire.

Question 3.4. Soient U et V deux ouverts calculatoires de [7], p,4 : T = unit deux programmes tels que [p] = 1 et
[9] = 1y et x une variable de type 7. Les programmes funx — (p x ||, g x) et funx — (p x &, g x) sont alors de type T = unit
et calculent respectivement UU Vet UN V.

Question 3.5. On pose g &of funf - funk - fune—> (p kelly f (k+1) e),detype T/ = 7’ avec T’ = nat = 7 = unit. On a,

pourk € Netee [1]:

{[[q]]‘(J_)(k)(e) =uu ssid [p] (k) (e) = uu ssi e € Uy
[91 " (L) (k) (e) = uu s.s.id [p] (k) (e) = uuou [g]" (L)(k+1)(e) = uu
et donc par récurrence :
Vie N, [q] (L) (K)(e) = uu ssi F € kk+1,...k+i—1}eel]
puis
[recq] (k)(e) = uu ss.iee U uj.
j>k

Le programme (recq) 0 calcule donc U].>0 Uj, qui est ainsi un ouvert calculatoire.



Question 3.6. a. On souhaite ici que [V p] = uu pour tout programme p : T = unit, puisque la propriété (Ve €
@,[p] (e) = uu) est vraie pour tout tel programme p. On fixe donc une variable x de type T = unit et on définit
Vo & funx - uu.

(e) = uuseramenea[p] (Ly) =

b. Sip: T = unit, alors [p] est croissante. Or E contient L ., donc la propriété Ve € E, [p]
e, donc uu = [p] (Lr) unie [p] (e),

uu. Le sens direct est évident; pour le sens réciproque, on apoure € E, L <+
C'est-a-dire [p] (e) = uu.
En fixant une variable x de type T = unit, le programme V¢ % funx — x DIV, donne pour p : T = unit

[VeE p] =uu ss.i [p DIV{] =uu ss.i [p] (L) =uu ss.i Ve € E,[p] (e) = uu.

Toute partie contenant L ; est donc calculatoirement compacte.

c. Soit A un fermé calculatoire de [7] et p : T = unit un programme tel que 1j-\ 4 = [p]. Si A contient 1, il est
calculatoirement compact d’apres le (b). Sinon, L € [t] \ A et [p] (L+) = uu. Par croissance, de [p], ona [p] (¢) = uu
pour tout e € [7]. Par conséquent, A = &, qui est calculatoirement compact d’aprés le (a).

Question 3.7. On montre par récurrence sur son cardinal qu'une partie finie de N est calculatoirement compacte :

— @ est une partie calculatoirement compacte dans [nat] d’apres la question précédente.

— soitk € N et supposons que toute partie de cardinal k de N est calculatoirement compacte dans [nat]; si A est une
partie de N de cardinal k + 1, on fixe n € N et B de cardinal k tels que A = B w {n}. Comme B est calculatoirement
compact, on peut définir un programme Vg. On pose ensuite V 4 = funf — (f n) &, Vp fet on a pour tout programme
p :nat = unit:

[Va p] =uu ssi [p] (n) =uuet Ve e B, [p] (e) =uu ss.i Ve e A,[p] (e) = uu.

On montre la réciproque par I'absurde. Soit U une partie infinie de N qu’on suppose calculatoirement compacte : il y a un
programme V.

Soit ijp = fune — ife = 0then uu else DIV i un programme indicateur de {0}. Soit p = funf — fune — iy ellyufe—1)
de type (nat = unit) = (nat = unit). Soit d’une part g, € recp : nat = unit et d’autre part, pour chaque k € N,
Gk P @ .. (Lnatounit) ---) avec k applications de p. Par construction, la suite des [g;] est croissante et par définition,
[900] = sup,y [9x]- On montre par récurrence que pour chaque k € N, g; est un programme indicateur de {0, ...,k — 1};
on en déduit aussi que g, est un programme indicateur de N.

Soit k € N. Comme U est une partie infinie de N, U n’est pas majorée, donc il existe u € U tel que u > k. Ainsi,
l9x] (4) = Lyni. Par définition, on a donc [V; gx] = Lunit, Cest-a-dire [Vy] ([9x]) = Lunit- Par continuité, on a donc
[[VUH ([[qoo]]) = J—unit-

Mais d’autre part, pour tout u € U, [go] () = uu car U C N, donc [V{; 4o ] = uy, c’est-a-dire [V ;] ([§]) = uu.

Contradiction.

4 Partie IV

Question 4.1. Lasuite (f;x),_,; st croissante et f; = sup; _\ fs<x, donc par continuité, uu = [p] (fs) = sup, o [P] (fs<i),
donc la suite ([p] (fs<k)) ., 1€ peut stationner a L yit. D’out le résultat.

Question 4.2. Il est tentant d’écrire que par définition, [p/b] (fs<i) = [p] ([b :: fo<k]), mais ¢a n’a pas de sens parce quef; .
n’est pas un programme. Remarquons que pour tout s € BN et tout k € N, la fonction fs<k €st calculée par le programme

Gscr = funi — ifi = Othensgelseifi = 1thens; else...ifi = k — 1 thens;_; else Ly

ol i est une variable de type nat et sy, ..., s,_; et k — 1 sont les constantes syntaxiques adaptées a s et k.
On a donc, pour tout k € N, [p/b] (fick) = [P/b Gs<i] = [P b qs<k] = [P] ([0 gs<k])- Or [b:: gs<i] vaut bien str
[9b::s<14k] = fors<rho d’oti le résultat.

Question 4.3. a. On note 71y = p et pour tout € < i, 71y, 1 = 71¢/s¢. On veut montrer que K(7r;) = {0}. Soit s’ € BN
etk € N.On a, pour tout ¢ < 7, [7g41] (fy<k) = [7T] (fipsr<ks1)- Par récurrence, on obtient que [7to,1] (fock) =
[P] (fsyic...cispsr<t+14k) et en particulier

puis

résultat.



b. Supposons K(p) non borné. Soit A € N : il existe s € BN tel que k(s,p) > A + 1. Soit b = s, et s’ la suite telle que
s =sp::8" . Pourtoutk € N, [p/b] (forci) = [p] focksr)- Ainsi, k(s',p/b) = k(s,p) — 1, donc k(s’,p/b) = A.D’ou le
résultat.

c. Par I'absurde, supposons K (p) non borné. En itérant le procédé ci-dessus, on construit une suite s € BN et une suite
de programmes 7 telles que 71y = p, 741 = 71y/5¢ et K(71y) est non borné.

Ona [p] (fs) = uu par définition de p. Soit donc i = k(s,p). On a vu en (a) que K(71;) = {0}, qui est borné. Contradiction.

Question 4.4. a. Soiti =k(b:s,p).Onai—1 € Net [p/b] (fsci—1) = [P] Fp:s<i) = uu, donc, par minimalité, k(s,p/b) <
i—1, dou le résultat.

b. Soit b € B. Remarquons que K(p/b) est une partie bornée non vide de N, donc sa borne supérieure est atteinte. Ainsi,
il existe s € BN tel que k(s,p/b) = |p/bl. Sik(b::s,p) > 0, alors par la question précédente, k(s,p/b) < k(b::s,p), donc
Ip/bl < k(b::s,p) < Ipl.

Reste a prouver qu'on n’a pas k(b :: s,p) = 0. Cela voudrait dire que [p] (fp..s<0) = uu. Mais fy..co est la fonction
constante égale a L,,,0; elle ne dépend pas réellement de b et s : par conséquent on aurait K(p) = {0} et donc [p| =0
contrairement a '’hypohtese.

Question 4.5. Soit
Ve Erecfunf — funp - p (funx — Lyoo) llu (f (p/0) &y f (p/1)).

Ona [V¢ p] = uusiet seulement si [p] (fi<o) = uu (pour toute suite s, puisque ¢a ne dépend pas réellement de s) ou,
récursivement, pour tout b € B a chaque étape (ce qui permet d’énumérer progressivement toutes les suites s), les p/b/ ...
finissent par vérifier ce critere.

Un programme p qui vérifie ce critére est tel que [p] (f) = uu pour tout f € C. Les questions précédentes ont montré que
ce critére est également nécessaire.

La preuve se formalise par récurrence sur le module d’uniforme continuité.
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