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Option informatique MP1, MP2 & MP3

Défibitions et notations

e Pour tout n € N\ {0}, une permutation de taille n est une bijection de ’ensemble FE, =
{0,1,--- ,n — 1} dans lui-méme.
e Dans la suite, I’ensemble des permutations de taille n est noté &,, .

e Etant donné une permutation o de taille n, on la représente sous la forme sg, s1, ..., Sp_1
ou : s; = o(i) pour tout i € E,.
Par exemple, 1032 représente la permutation envoyant 0 sur 1, 1 sur 0, 2 sur 3 et 3 sur 2.
e Soit 0 € &,,. On dit que (,5) € E2 est une inversion de o si o(i) > o(j) et i < j.
e Si A est un ensemble fini, |A| désigne le cardinal de ’ensemble A.
n—1
e Pour tout entier n > 1, on pose F,, = H En_.
k=0
Par exemple E5 = {0,1,2} x {0,1} x {0}.

Le sujet original demandait une écriture en python, on donnera les solution en python et en OCaml.

I Tri a bulles

7

Exercice 1
Déterminer ’ensemble des inversions de la permutation o = 140253.

Le tri a bulles est un tri en place défini par Ialgorithme

~

Entree : une liste d’entiers 1
n = longueur(l)
pour i allant de n - 1 a 1 faire
pour j allant de n - 1 & n - i faire
si L[j] < L[j-1]
alors echanger L[j-1] et LI[j]
finsi
finpour
finpour

Dans la suite, on admet que ’algorithme du tri & bulles est bien un algorithme de tri.

Exercice 2 -

Ecrire une fonction tri_bulle qui prend en argument un tableau d’entiers et qui trie cette
liste & ’aide du tri a bulles. A I'issue de la fonction, la liste est triée.




Exercice 3 -
Montrer que si on effectue exactement un échange dans une liste lors du tri & bulles, la
nouvelle liste a exactement une inversion en moins.

Exercice 4 -

En déduire une fonction nombre_inversions qui prend en argument un tableau correspon-
dant & une permutation et renvoyant le nombre d’inversions de celle-ci.

Cette fonction sera une légere modification du tri a bulles.

IT Table d’inversions

Définition 1: table d’inversions

La table d’inversions, inv(c), de ¢ € &,, est le n-uplet (g, - ,an—1) tel que «; est le
nombre d’inversions de o de la forme (7, ) avec 0 < i < j < n.

a=|{je; o) > o}

Exercice 5 -
Déterminer la table d’inversions de la permutation 140253.

Exercice 6 -
Ecrire une fonction permutation_vers_table qui prend en argument un tableau représen-
tant une permutation et qui renvoie la table d’inversions correspondante.

Exercice 7 - R
Montrer que pour toute permutation o € &, inv(c) est un élément de E,,.

Exercice 8 -
Montrer que 0(0) = o pour tout permutation o ou ag est le premier terme de inv(o)..

Exercice 9 - N
Montrer que pour tout n > 1, 'application o — inv(c) est une bijection de &,, vers E,,.

Exercice 10 -
Ecrire une fonction table_vers_permutation qui prend en argument un tableau qui cor-
respond & une table d’inversions et qui renvoie la permutation qui lui est associée.




Solutions

Solution de 1’exercice 1
inv(o) = {(0,2),(1,2),(1,3),(1,5),(4,5)}.

Solution de 1’exercice 2 -

let echanger t i j =
let temp = t.(j) in
t.(j) = t.(i);
t.(i) = temp;;

let tri_bulle t =
let n = Array.length t in
for i (n-1) downto 1 do
for j = (n-1) downto (n-i) do
if t.(j) > t.(j-1)
then echanger t j (j-1) done done;;

def echanger (L, i, j):
temp = L[j]
L[j] = L[i]
L[i] temp

def tri_bulle(L):
n = len(L)
for i in range(n-1, 0, -1):
for j in range(n-1, n-i-1, -1)
if L[j] < L[j-11:
echanger (L, j, j-1)

Solution de ’exercice 3 -

On note lg, I, ...,l,—1 la liste lors de ’échange.

L’algorithme échange [; et [;_; lorsqu’on a [; << [;_1, cela supprime une inversion.

Pour i ¢ {j — 1,7}, (i,7) est un inversion apreés ’échange si et seulement si (¢, j — 1) était une
permutation avant ’échange et (i,j — 1) est un inversion apres ’échange si et seulement si (i, j)
était une permutation avant I’échange.

Les permutations faisant intervenr deux entiers hors de {j — 1, j} ne changent pas.

Ainsi le nombre total de permutation est diminué de 1.

Solution de 1’exercice 4 -

let nombre_inversions t
let n = Array.length t in
let inv = ref 0 in
for i = (n-1) downto 1 do
for j = (n-1) downto (n-i) do
if t.(3) > t.(j-1)
then (echanger t j (j-1); incr inv) done donej;

linv;




’

def nombre_inversions (L)

inv = 0

n = len(L)

for i in range(n-1, 0, -1):

for j in range(n-1, n-i-1, -1)
if L[j] < L[j-1]:

echanger (L, j, j-1)
inv = inv + 1

return inv

\.

Solution de ’exercice 5 -
(1,3,0,0,1,0)

Solution de 1’exercice 6 -

s ~

let permutation_vers_table t =
let n = Array.length t in
let inv = Array.make n O in
for i = 0 to (n-1) do
for j = (i+1) to (n-1) do
if t.(3) < t.(1)
then inv.(i) <- inv.(i) + 1 done done;
inv;;

\. J
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def permutation_vers_table(L):
n = len(L)
inv= [0]*n
for i in range(n):
alpha = 0
for j in range(i+1l, n):
if L[j] < L[il:
alpha = alpha + 1
inv[i] = alpha
return inv

\. J

Solution de ’exercice 7 -
Pour tout i, «; est le cardinal d’un sous-ensemble de {i +1,...,n — 1} qui comporte n —i — 1
éléments donc a; € E,,_;.

Solution de I’exercice 8 -

On note o(0) = k. Pour tout ¢ € {0,1,...,k — 1} il existe un unique j € {1,2,...,n — 1} tel que
o(j) =1 car o est une bijection. Ces entiers définissent donc k inversions (0, 7). Pour les autres
avaleurs j' > 1 on a o(j') > k : (0,7’) n’est pas une inversion.

Ainsi, il y a exactement k inversions de la forme (0,75) : k = «p.

Solution de 1’exerc1ce 9 -

On a |E HEn k'_H’En k‘—H’n— )—n' ‘6‘

Compte tenu de l’egahte des cardinaux, 11 sufﬁt de montrer I’ mJecthlte pour prouver la bijectivité..
On suppose qu’on (ayg,...,an—1) = inv(o) = inv(e’) = (af,...,al,_;) pour 0,0’ € &,,.

On a alors 0(0) = ap = aj = ¢/(0). On note k = o(0).

On compose alors les permutations par le cycle k -0 —1— --- = k — 1 — k c’est-a-dire par la
permutation ¢ =123---k0(k+1)---(n—1) :m=cooet 7’ =coo’.

n




e Ona m(0) = ¢(0(0)) = c(k) = 0 et, de méme 7'(0) = 0.
e Pour i > 0 on a 7(i) = o(i) + 1 si on avait (i) < k et w(i) = o(i) sinon; ainsi 7(i) €
1,2,...,n—1}.
e Pour o(j) < o(i) avec 1 <iet1<j,ilya3cas:
— o(j) <o) <k,alorsw(j) =0c(j) +1<0o(i) +1=mr(7),
— o(j) <k<o(i),alorsm(j) =0(j)+1 <k <o(i) =m(i),
— k< o(j) <o(i), alors 7(j) = 0(j) < o(i) = 7(4).
Dans tous les cas 7(j) < m(¢). Ainsi les inversions de la forme (i,5) pour 1 < i < j sont

conservées entre o et 7 et il n’y en pas de nouvelles. La méme démonstration prouver que o’
et 7’ ont les mémes inversions.

e Si on se restreint a {1,2,...,n — 1}, stables par 7 et 7/, on obtient deux permutations d’un
ensemble a n — 1 éléments qui ont la méme table d’inversions.

On peut alors faire une démonstration par récurrence sur le cardinal de I’ensemble permuté : m = 7’
impliques = ¢! Lon! =o',
Ainsi la fonction est injective donc bijective.

oM =cC

Solution de ’exercice 10 -

Maintenant qu’on a prouvé la bijectivité on peut raisonner sur la permutation o dont la table
d’indices et (ag, a1, ..., ap_1.

On va définir o(k) dans Pordre croissant de k.

Pour calculer o(k), on sait qu’il est une des valeurs de E,, \ {¢(0),0(1),...,0(k — 1)} = I;. De
plus il y a oy inversion de la forme (k,j) avec k < j donc il y a exactement «y, éléments dans
I’ensemble I, plus petits que o(k). On en déduit que o(k) est le oy + 1-iéme élément de Ij.

Pour définir Iy, on peut utiliser un tableau de booléens qui marque les valeurs déja prises.

let table_vers_permutation inv =

let n = Array.length inv in
let sigma = Array.make n (-1) in
let pris = Array.make n false in

for i = 0 to (n-1) do
let pos = ref (-1) in
let j = ref (-1) in
while !pos < inv.(i) do
incr j;
if not pris.(!j) then incr pos done;
sigma. (i) <- !j;
pris.(!'j) <- true done;
sigma;;

\.

Une autre stratégie est de maintenir la liste ordonnée des éléments restants, on peut le faire avec
la méthode .pop(i) qui enleve le i-ieme élément.

def table_vers_permutation(inv):

n = len(inv)

sigma = [0]*n

reste = list(range(n))

for i in range(mn):
sigma[i] = restel[inv[il]]
reste.pop (inv[il])

return sigma
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